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Аннотация: В работе рассматривается некоторый интегро-дифферен-

циальный оператор с весом, нагруженный операторным слагаемым. Он дей-

ствует в пространстве непрерывных функций. Определяются условия, при ко-

торых этот оператор ограничен, устанавливается вид его полугруппы. В каче-

стве приложения рассматривается задача Коши для интегро-дифферен-

циального уравнения первого порядка. Такие уравнения возникают в теории 

упругости и моделях биологических процессов: задача Проктора о равновесии 

упругой балки, задача Вольтерра о крутильных колебаниях, задача Прандтля 

расчета крыла самолета, в анализе экономических моделей и т.д. 
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Summary: In this paper, we consider a certain integral operator with a weight, 

loaded with operator term. It acts in the space of continuous functions. The conditions 

under which this operator is limited are determined, the form of its semigroup is es-

tablished. The Cauchy problem for an integro-differential equation is considered as 

an application. Such equations arise in the theory of elasticity and models of biologi-

cal processes: Proctor's problem on the equilibrium of an elastic beam, Volterra's 

problem on torsional vibrations, Prandtl's problem for calculating an airplane wing, in 

analysis of economic models, etc. 
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Введение 

Рассматривается интегро-дифференциальный оператор: 

              ∫         

 

 

               (1) 

где           – заданные функции;            ,   [   ],   [   ]. 

Функция      называется весом. 

Исследуются свойства этого оператора. В качестве приложения рассмат-

ривается задача Коши для интегро-дифференциального уравнения 

  

  
                 (2) 

Актуальность проблемы связана с тем, что такие уравнения возникают в 

теории упругости и моделях биологических процессов: задаче Проктора о рав-

новесии упругой балки, задаче Вольтерра о крутильных колебаниях, задаче 

Прандтля расчета крыла самолета [1], задаче распределения богатства страны 

[2] и т.д. 

Замечание 1. Можно было бы рассмотреть уравнение, полученное диф-

ференцированием по  : 

   

    
  ̃       

  

  
  

с оператором 

 ̃      
 

  
 (          )   

и решить его известными методами: к примеру, методом Фурье, методом по-

следовательных приближений с введением функции Римана [3], сведением к 

равносильной системе [4] и т.д. Но, во-первых, такая операция приводит к по-

вышению требований на гладкость функций     ,        и искомой функции. 

А во-вторых, продифференцированное уравнение не равносильно исходному: 

для этого нужно ввести дополнительное условие, например, значение искомой 

функции в точке    .   

Если некоторый линейный оператор   ограничен, то его полугруппа 

      представима в виде операторной экспоненты [5]: 

              ∑
  

  
  

 

   

  (3) 
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1. Линейность и ограниченность оператора   

Определим далее пространство      непрерывных на   функций. 

Теорема 1. Пусть функции               . Тогда оператор  , опреде-

ляемый формулой (1), линеен и ограничен в пространстве     .  

Доказательство. Вводятся некоторые функции                и ска-

ляр    . 

1. Линейность. Так как операторы   ,    линейны, то 

                                            

                                         

                                    

                          

2. Ограниченность. Так как функции               , то по теореме 

Вейерштрасса они имеют максимумы на  ; обозначим их   ,   . В простран-

стве      норма функции      определяется формулой 

‖ ‖     
   

|    |  

Пользуясь свойством монотонности интеграла имеем: 

‖   ‖  ∫|    ||    |  

 

 

 ∫   
   

|    |   
   

|    |   

 

 

  

   ‖ ‖∫  

 

 

   ‖ ‖    ‖ ‖   

Далее, для оператора    имеем: 

‖   ‖  |    ||    |     
   

|    |   
   

|    |    ‖ ‖  

Теперь, неравенство треугольника и оценки выше влекут 

‖  ‖  ‖   ‖  ‖   ‖   ‖ ‖  

с положительной константой         , что и означает [6] ограниченность 

оператора  . Теорема доказана. 

2. Утверждения о степени суммы операторов 

Вводится биномиальный коэффициент 

  
  

  

        
  

Теорема 2. Пусть     – некоторые линейные операторы, некоммута-

тивные по умножению. Пусть     
   

 – сумма по всевозможным перестановкам 
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из   элементов   и   элементов  . Тогда справедлив следующий аналог бинома 

Ньютона: 

       ∑      
   

 

   

           (4) 

Доказательство. Докажем утверждение методом математической индук-

ции. При     оно очевидно; можно записать 

           
   

     
   

 ∑      
   

 

   

  

При    , раскрывая скобки слева направо и группируя слагаемые, имеем: 

                                

                                

Всевозможные перестановки из элементов     ‒ это      . В силу определе-

ния     
   

, последнее равенство можно переписать: 

           
   

     
   

     
   

 ∑      
   

 

   

  

Теперь возьмем    . Пользуясь полученным выше результатом, имеем: 

                                    

                                    

                    (            )       

Всевозможные перестановки из двух элементов   и одного элемента   – это 

слагаемые в первой скобке в последнем равенстве; всевозможные перестановки 

из одного элемента   и двух элементов   – это слагаемые во второй скобке. 

Перепишем это равенство: 

           
        

        
        

    ∑      
   

 

   

  

Пусть оно верно для    . Тогда для       имеем: 

                      

  ∑      
   

 

   

  ∑      
   

 

   

 ∑       
   

 

   

 ∑       
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В первой сумме выделим слагаемое при    , а во второй – слагаемое при 

    и заменим   на    : 

             
   

 ∑       
   

 

   

 ∑       
   

 

   

     
   

  

       
   

 ∑(       
   

            
   

)

 

   

       
   

  

Рассмотрим в последнем равенстве слагаемое с суммой. После группировки 

слагаемых в ней получим сумму из   
  перестановок из   элементов   и 1 эле-

мента  , далее,     
  перестановок из     элементов   и 2 элементов  , затем 

    
  перестановок из     элементов   и 3 элементов   и т. д.,  заканчивая 

    
  перестановками из 2 элементов   и     элементов   и   

  перестановка-

ми из 1 элемента   и   элементов  . Это означает, что 

       
   

            
   

         
   

         
   

  

откуда 

               
   

 ∑        
   

 

   

       
   

 ∑        
   

   

   

  

что влечет требуемое. Теорема доказана. 

Замечание 2. Пусть теперь     коммутативны по умножению. Тогда 

формула (4) упрощается: 

       ∑  
       

 

   

  (5) 

3. Полугруппа оператора   

В силу теоремы 1 полугруппа         оператора   представима в виде 

выражения (3). Операторы      , вообще говоря, некоммутативны по умноже-

нию: действительно, 

        ∫              

 

 

                ∫          

 

 

 

и                .  

Вычислим первые степени этого оператора, применив формулу (4). Имеем: 
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   ∫∫             

 

 

  

 

 

 ∫                 

 

 

         

   ∫∫∫                     

 

 

 

 

 

 

  

 ∫∫                         

 

 

 

 

 ∫                   

 

 

         

   ∫∫∫∫                           

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 ∫∫∫                                 

 

 

 

 

 

 

  

 ∫∫                         

 

 

 

 

 ∫                 

 

 

         

(6) 

в обозначениях: 

                    

                                                              

                                  

                                                         

                                          

Но в частном случае             ,               операторы 

      коммутативны по умножению. Пользуясь формулой (5), можно выписать 

выражение в явном виде для   : 

              

          
            ∫     

 

 

  

 ∑  
       ∫∫  ∫                  

    

 

  

 

 

 

 

   

             

(7) 
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4. Задача Коши для интегро-дифференциального уравнения 

Рассматривается задача Коши: 

  

  
                 (2) 

             (8) 

где оператор   определяется формулой (1),       ,      – заданные функции; 

       . 

Под решением задачи (2), (8) подразумевается функция       , диффе-

ренцируемая по   при каждом     и непрерывная в  . 

Применение результатов монографии [5] и полученных выше приводит к 

следующему утверждению. 

Теорема 3. Пусть функции               ,            . Тогда ре-

шение задачи (2), (8) существует, единственно и определяется формулой 

                   ∫                 

 

 

  

Полугруппу         можно вычислить по формулам (3), (4), (6), либо (3), (7). 
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