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Аннотация: В статье приведена методика определения частоты соб-

ственных колебаний системы «вал-диск» и критическое число оборотов для ва-

ла со сходной расчётной схемой, а так же методика расчёта максимально допу-

стимой и критической скорости. 
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Надёжность инструментов и безопасность их работы должны соответ-

ствовать комплексным параметрам их длительной эксплуатации [1], особенно 

для инструментов, изготовленных из природных материалов, максимальная 

скорость резания ограничивается и конструкцией вала и прочностью диска. Ко-

гда диск вращается, возникает центробежная сила, которая приводит к танген-

циальным и радиальным напряжениям. От сил направленных из центра иссле-

дуемой системы возникает напряжение в тангенциальном направлении по сече-
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нию диска, которое играет основную роль [2, 3]  

         
      ;                                                (1) 
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  )       ),                            (2) 

где  центр –  центробежная сила; ɷ – угловая скорость вращения; m – масса дан-

ного элемента; τ – напряжение в тангенциальном направлении;      – скорость 

вращения диска по окружности; μ – коэффициент рассчитанный Пуассоном; q – 

ускорение силы тяжести; а – радиус посадочного отверстия к наружному ради-

усу диска;     – удельная масса диска. 

Данные максимальные тангенциальные напряжения возникают в области, 

расположенной рядом с посадочным отверстием, поэтому, его величина изме-

ряет скорость работы диска. Для расчёта высшей скорости работы диска, необ-

ходимо прировнять высшие напряжения в тангенциальном направлении и пре-

дела прочности диска, исходя из этого, получим уравнение:  
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Выявлено то, что высшая скорость U не должна совпасть с той, которая 

является критической. 

Скорость, которая является критической для резания определяется из 

условий, которые приравнивают частоты вращения для вынужденной частоты 

диска при колебаниях:         – частота при собственных колебаниях диска, ко-

торая вычисляется по формуле, Гц:  
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где   – радиус зажимной шайбы; Е – модуль упругости материала диска; S – это 

толщина диска; R – радиус диска (наружный). 

                                                
   

 ( 
       
     )

 

  ,                                            (5) 

где   – это коэффициент скорости; n – частота  вращения вала в секунду. 

Установлено, что требуемые частоты колебаний дисков и частоты вращения 
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не должны быть одинаковыми и не быть кратными, в противном случае может 

возникнуть резонансное явление. Во время сборки валов необходимо, точнее вы-

ровнять геометрическую ось диска с центром тяжести диска. С увеличением ча-

стоты вращения вала возрастает эксцентриситет центра тяжести, что приводит к 

нелинейному увеличению центробежных сил [4, 5]. Для того, чтобы не учитывать 

сколько весит вал, будем считать что его ось вертикальная (рис. 1). Будем считать 

расстояние «е» от оси вала, в точке Ц установлен центр тяжести. Из-за вращения 

центробежная сила F вызывает деформацию вала «е», её величина  будет зависеть 

и от размеров и от материалов, из которых изготовлен вал:  

                                                              (6) 

где F – это центробежная сила; ɷ – угловая скорость вала; m – масса данного вала. 

Жесткость вала также рассчитывается величиной, которая возникает с 

помощью центробежной силы:  

                                                             (7) 

 

 
Рисунок 1 – Схема прогиба вала под действием центробежных сил 

 

Из вычисленного равенства выразим величину прогиба вала:  

e = 
     

     
                                                           (8) 

В случае, если знаменатель будет близок к нулю, то прогиб вала велик: 
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       ;                                                      (9) 

Определим угловую скорость критического вращения вала и частоты 

оборотов:  

   =√
 

 
;                                                     (10) 

   ≈300√
 

 
 ,                                                 (11) 

где G – это вес диска, Н. 

Если, рассчитаем через ускорение свободного падения, то получим, сек
–1

: 

   =12𝜋𝐶𝑞𝐺, (     );                                                 (12) 

где    – это частота собственных колебаний вала. Причиной явления резонанса 

служит критическое число оборотов вала. В этом случае получим уравнение 

движения: 

 
   

   
  𝐶                                                      (13) 

или 

   

   
      ,                                                   (14) 

где                         
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Объединяя данное уравнение, получим:  

 

                                                            (16) 

 

где, А и В являются постоянными, которые будут зависеть от условия движения 

вала  с соответствующим гармоническими колебаниям вала и периодом:  

T=2πα;                                                         (17) 

Прогиб е’ уменьшится, а вместе с ним и амплитуда колебаний вала, с 

началом резания и возникновения сил сопротивления, в том случае, если увели-

чить угловую скорость вращения вала. Для технологического режима процес-

сов деления вал должен работать со скоростью ниже критических, то есть, быть 

жестким. Перейдя от невесомого вала к горизонтальному мы получаем анало-
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гичное уравнение для центробежной силы: F = m        . Из-за массы диска 

вал дополнительно прогибается «е”»: 

   
  

 
,                                                      (18) 

где 𝐺𝑞   это вес диска. 

В этом случае  критическое число оборотов вала составит:  

    
   

√  
 ,                                                     (19) 

Опасная скорость ориентируется прогибом вала из-за воздействия на него 

собственной массы и массы диска. Итоговые силы сопротивления могут быть 

выражены с помощью негармоничного, периодичного и не периодичного зако-

на. Эти силы будут заданы гармоническим анализом, по ряду и интегралом 

Фурье. Диск, который постоянно в контакте с древесиной выражается гармони-

ческим колебанием по ряду Фурье. 

Дифференциальное уравнение движения может быть описано в виде 

уравнения:  

   

   
    

   
 

 
    ,                                           (20) 

 

где     – частота собственных колебаний вала; F(t) – действующая возмущаю-

щая периодическая сила; m – масса вала. 

Представим действующую силу в виде ряда Фурье: 

                         +…                …,      (21) 

где  =
  

 
 – частота действия возмущающей силы; а и   – коэффициенты ряда: 
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Общее решение представленного выше дифференциального уравнения 

состоит из решений однородного уравнения: 

e =                    ;                                      (27) 

и частного решения неоднородного уравнения в форме:  

  
 

    
 ∫              
 

 
                                         (28) 

где τ – переменная интегрирования; t – время резания. 

Проблема уравновешивания валов деревообрабатывающих станков при-

обретает на настоящем этапе особенно важное значение в связи с внедрением 

перспективных оборудования и инструментов. Так, при высоких скоростях 

вращения, статическая и динамическая неуравновешенность приводит к увели-

чению давлений на опоры, превосходящие внешние силы резания. Неуравно-

вешенность приводит и к увеличению знакопеременных сил инерции. При сов-

падении частот вибраций с частотой собственных колебаний системы «вал – 

инструмент» приводит к явлению резонанса. Поэтому при внедрении нового 

оборудования и инструмента, для исключения резонансных частот, очень важ-

но точно определить собственную частоту колебаний данной системы. Наибо-

лее распространённая расчётная схема пильного вала универсального кругло-

пильного станка (рис. 2) представляет собой двухопорный весомый вал, кон-

сольной с переменной жесткостью. На консолях сосредоточены вращающиеся 

массы шкива и диска. Пильный вал, расположенный между опорами считаем 

сбалансированным валом. Такая расчётная схема подходит и для универсально-

го фрезерного станка, где также, может быть установлен режущий диск. Рас-

чётная схема совмещена со схемой распределения масс в общем виде.  

Круговая частота собственных колебаний пильного вала, Гц: 

  = α𝛽𝛾,                                                            (29) 

где α, ß, γ – расчётные коэффициенты колебаний. 

α=√
   

   
;                                                     (30) 

β =     
        

      
        

                                 (31) 
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γ=  
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где Е – модуль упругости вала; J – момент интеграции сечения вала в пролёте 

между опарами. 

 
Рисунок 2 – Расчётная схема пильного вала 

 

   
   

 

  
                                                        (33) 

где di – диаметры сечений участков вала: a,  , c, d, см; ql – масса вала в пролёте 

между опорами. 

𝑞  ∫
   

 
 c,                                                     (34) 

где   – длина пролёта; d – диаметр вала в пролёте; p – плотность вала; mi – па-

раметр распределения масс. 

   
  

  
;                                                        (35) 

где I – относительная длина участка. 

Коэффициенты: 

        
         ;                                      (36) 

        
         .                                      (37) 

Относительные жесткости на каждом участке: 

На участке c: 

(38) 
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На участке а: 

  

  
       ;                                                 (39) 

На участке b и d: 

 

  

  
                                                       (40)  

Вывод 

На основе представленного энергетического метода с применением ЭВМ 

легко определить собственную частоту колебаний системы «вал – диск» мето-

дом собственных колебаний. 
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