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Аннотация: Рассмотрена актуальная научно-техническая задача о поляр-

но-симметричном деформировании упругого цилиндра в условиях температур-

но-влажностных воздействий. Получено точное аналитическое решение данной 

задачи с определением однозначных выражений для напряжений, деформаций 

и радиального перемещения. Полученное решение позволяет решить данную 

задачу для несжимаемого материала при   
 

 
 как частный случай. 

Ключевые слова: деформирование упругого цилиндра, несжимаемый ма-

териал, закон Гука. 
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Summary: The actual scientific and technical problem of polar-symmetric de-

formation of an elastic cylinder under conditions of temperature and humidity influ-

ences is considered. An exact analytical solution to this problem is obtained with the 

determination of unambiguous expressions for stresses, deformations and radial dis-

placement. The obtained solution allows solving this problem for an incompressible 

material with μ = 1/2 as a special case. 

Keywords: deformation of an elastic cylinder, incompressible material, 

Hooke's law. 
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Рассмотрим полярно-симметричное деформирование упругого изотроп-

ного цилиндра при тепловом стационарном воздействии. В данном случае си-

стема уравнений будет иметь вид [1, 3-5]: 
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Обобщенный закон Гука в случае обобщенной плоской деформации при 

тепловом воздействии следует записать в следующем виде: 

   
 

 
[           ]                                             

   
 

 
[           ]                                            

         
 

 
[           ]                                    

Найдем стационарное температурное поле в длинном цилиндре при по-

лярной симметрии.  На внутренней поверхности цилиндра задается постоянная 

температура   , а на внешней поверхности цилиндра –   . Поперечное сечение 

цилиндра представлено на рисунке 1. 

 

 
Рисунок 1 – Поперечное сечение цилиндра 

 

При стационарном воздействии уравнение теплопроводности принимают 

следующий вид: 
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При     :               при     :                                                        

При интегрировании уравнения (7) дважды по  , получим его общее ре-

шение: 

                                                             

Применяя граничные условия (8), найдем постоянные    и   : 

   
       

  
  
  

         
               

  
  
  

                              

Подставляя найденные значения постоянных в общее решение (9), полу-

чим следующую формулу: 
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Обобщенный закон Гука запишем в следующей форме: 
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[           ]                                      

   
 

 
[           ]                                       

Из последнего соотношения получим: 

                                                     

Подставим формулу (15) в уравнения (13) и (12): 
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[           ]                                  

Приведем решение данной задачи, полученное в учебнике [1, 6-10]: 

     
     

     

 

 
∫        

  

  

     
  

 
                           

Найдем деформации по формулам Коши (3): 
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В учебнике [1, 11-16] рассмотрена плоская деформация при     . В 

этом случае условие несжимаемости принимает следующий вид: 

                                                                

Сложим деформации (22) и (23): 

          
     

     
                                            

Для несжимаемого материала: 

  
 

 
                                                                

                                                             

В соответствии с формулой (24) необходимо положить: 

                                                                   

Выполнение равенства (28) просто невозможно, поскольку для упругого 

цилиндра необходимо выполнить следующие граничные условия, для реализа-

ции которых необходимо две независимые константы интегрирования: 

                                                               

Поэтому использование решения (21) для несжимаемого материала нежела-

тельно. 
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Используем общий обобщенный закон Гука в условиях теплового воздей-

ствия [2, 17-22]: 

                                                        

                                                        

                                                        

  
  

           
                                             

                                     

При   
 

 
 второе слагаемое в формулах (30)-(32) неопределимо, а третье 

слагаемое в этих формулах просто равно бесконечности, что противоречит фи-

зическому смыслу. 

Таким образом, решение задачи о полярно-симметричном деформирова-

нии упругого цилиндра для сжимаемого и несжимаемого материала требует 

специального рассмотрения. При этом, решение данной задачи для несжимае-

мого материала должно с необходимостью получаться из общего решения для 

сжимаемого материала при   
 

 
. Иначе будем иметь явное нарушение выпол-

нения общего закона Гука. 

Выпишем обобщенный закон Гука: 

   
     

 
[           ]                                

   
     

 
[           ]                                 

Решение данной задачи будем искать в следующем виде: 

   
  

                                                          

    
  

  
                                                    

   
  

  
                                                      

    
  

                                                      

В закон Гука (34)-(35) подставим формулы (36)-(39): 
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В уравнениях (44) и (45) приравняем коэффициенты: 
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Вычтем из уравнения (50) соотношение (51): 

     
      

 
            

     

 
                           

Приравняем формулы (53) и (54): 
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В соответствии с соотношением (51): 
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Для несжимаемого материала: 
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Для несжимаемого материала соотношение (61) пример вид: 

           
    

 
 

   

 
      

              
    

 
 

    

 
         

                   

                      

Сложим соотношения закона Гука (34) и (35): 

      
           

 
                                    

Для несжимаемого материала: 

                                                           

Таким образом, деформации, найденные по формулам (38) и (39), удовле-

творяют условию несжимаемости (69). 

Однозначное радиальное перемещение      будем искать по следующей 

формуле [2, 23-27]: 
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Рассмотрим уравнение совместимости деформаций (2): 
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Проинтегрируем уравнение (74) один раз по  : 
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Получим    . 

Используем теперь соотношения Коши (3): 

   
  

  
         

 

 
                                                

На основании (70) получим: 
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Эти соотношения можно записать следующим образом: 
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Соотношения Коши выполняются при условии выполнения уравнения 

совместности деформации (75). 

Выпишем соотношения для деформаций и напряжений: 
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Используем граничные условия: 
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В соответствии с формулой (58): 
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