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Аннотация: Рассмотрена актуальная научно-практическая задача о плос-

кой деформации упругого цилиндра в условиях температурно-влажностного 

воздействия. Цилиндрическую форму имеют различные трубы, валы, подшип-

ники скольжения, втулки из естественной и модифицированной древесины и 

т.д. Дано точное аналитическое решение данной задачи для изотропного ци-

линдра в случае стационарного температурно-влажностного воздействия. Все 

формулы для напряжений и деформаций содержат механические и теплофизи-

ческие константы, что соответствует физическому смыслу. Доказано, что ис-

пользование классических методов решения данной задачи через потенциалы 

напряжений и перемещений приводит к нежелательному результату, при кото-

ром напряжения или деформации не зависят от теплофизической константы   , 

что противоречит физическому смыслу. 

Ключевые слова: деформирование упругого цилиндра, температурно-

влажностное воздействие на изотропный цилиндр, закон Гука. 
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Summary: The actual scientific and practical problem of plane deformation of 

an elastic cylinder under conditions of temperature and humidity is considered. Vari-

ous pipes, shafts, plain bearings, bushings from natural and modified wood, etc. have 
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a cylindrical shape. An exact analytical solution of this problem is given for an iso-

tropic cylinder in the case of stationary temperature and humidity exposure. All for-

mulas for stresses and strains and stresses contain mechanical and thermophysical 

constants, which corresponds to the physical meaning. It is proved that the use of 

classical methods for solving this problem through the potentials of stresses and dis-

placements leads to an undesirable result in which stresses or deformations do not 

depend on the thermophysical constant   , which contradicts the physical meaning. 

Keywords: deformation of an elastic cylinder, temperature and humidity effect 

on an isotropic cylinder, Hooke's law. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Проектирование и расчет напряженно-деформированного состояния 

упругих и упруго-вязко-пластических цилиндров из сжимаемого материала 

имеет важное научно-практическое значение [1, 10]. Цилиндр является основ-

ной деталью при изготовлении труб, валов, подшипников скольжения, различ-

ных втулок из естественной и модифицированной древесины и т.д. Однако до 

настоящего времени использующиеся известные методы решения таких задач 

нередко приводят к нежелательному результату – независимости полученных 

формул от механических и теплофизических констант. Поэтому получение об-

щих решений, которые позволяют изучить зависимость напряжений и дефор-

маций от механических и теплофизических постоянных имеет большое значе-

ние. Такие формулы могут успешно быть внедрены как в научно-

исследовательских отчетах, так и в учебном процессе в курсах сопротивления 

материалов и древесиноведения. 

 

1 ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ УПРУГОГО ЦИЛИНДРА 

ПРИ ТЕМПЕРАТУРНО-ВЛАЖНОСТНОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

Рассмотрим плоскую деформацию упругого изотропного цилиндра при 

полярно-симметричном деформировании в условиях температурно-

влажностного воздействия. Основная система уравнений имеет следующий вид 

[1, 2, 5, 8]. 

Уравнение равновесия: 

 
   

  
                                                             

Геометрические соотношения Коши: 
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Уравнение совместности деформаций: 

 

  
(  

   
  

)   
   
  

                                                   

Обобщенный закон Гука в случае стационарного теплового воздействия: 

   
 

 
[           ]                                               

   
 

 
[           ]                                               

   
 

 
[           ]                                               

В случае плоской деформации: 

                                                                       

                                                                

Подставим формулу (8) в закон Гука (4)-(5): 

   
 

 
[        {            }]     

 
 

 
[                 ]          

                      

   
 

 
[                 ]                                  

Уравнение теплопроводности в случае полярной симметрии имеет вид [1, 

4-8]: 

 

  
( 

  

  
)                                                          

Решение этого уравнения имеет вид: 

                                                               

Граничные условия имеют вид: 

При     :     ; при     :     .                                                      (13) 

С учетом граничных условий, получим: 
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[             ]

  
  
  

                         

Обобщенный закон Гука (9)-(10): 

   
 

 
[                 ]                               

   
 

 
[                 ]                               

   
     

 
[           ]                                 

   
     

 
[           ]                                 

Будем искать решение данной задачи в следующем виде: 

   
  

                                                    

   
   

                                                   

   
  

                                                    

   
   

                                                   

Подставим формулы (19)-(22) в обобщенный закон Гука (17)-(18): 

   

                  

 
     

 
[     {

  

                 }  

  {
   

                 }]                       

       

  

                  

 
     

 
[     {

   

                 }  

  {
  

                 }]                       
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Приравняем соотношения (45) и (46): 

            

 
            

 

 
             

  
            

 
            

 

 
            

           

            

 
                                       

   
 [                       ]

            
                            

Используем соотношение (45): 

         

 
 

            

 
   

          
 

 
             

                                 

   
 

       
[
            

 
   

          
 

 
            ]  

                                

Проверим выполнение уравнения (46): 

            

 
            

 

 
             

  [
            

 
            

 

 
           ]  

            

            

 
                                           

Соотношение (53) совпадает с соотношением (48). 

Подсчитаем величину   : 

   
  

     
 

    

      
 

 

 

    

     
 

   

      
                       

Подсчитаем коэффициент    по  формуле (36): 

   
           

 
[

  

     
 

    

      
 

 

 

    

     
 

   

      
]  
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[

    

      
 

 
 

 

    

     
 

   

      
]  

                

   
           

      
              [

   

      
 

    

 
 

  

     
]       

   
           

      

 [                   ]

            
 

 
           

      
     

           

     
[
   

 
 

    

 
 

  

     
]  

        

   
                  

                 
        

 
            

     
   

           

     
[
   

 
 

    

 
 

  

     
]  

        

   
      

 
        

           

     
   

           

     
[
   

 
 

    

 
 

  

     
]  

                       

Запишем выражение для тангенциальной и радиальной деформаций: 

   
  

                                                        

    
  

  
                                                     

Однозначное радиальное перемещение будем находить по следующей 

формуле [2, 9, 11-14]: 

     
 

 
[    ∫     ]                                           

Подставим формулы (61) и (62) в соотношение (63): 

     
 

 
[ {

  

  
              }   

 ∫ { 
  

  
               }   ]   
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[
  

 
                    

 
  

 
                       ]   

 
 

 
[
   

 
                       ]   

 
 

 
[
   

 
                  ]                                   

     
  

 
                                                     

Пусть заданы граничные условия в перемещениях: 

                                                               

  

  
                       

  

  
                       

                                    

Используем формулу (60): 

                                                                

  
           

     
                                                 

  
             

 
 

           

     
[
   

 
 

    

 
 

  

     
]           

  

  
                                                    

  

  
                                                    

  

  
 [              ]                                 

  

  
 [              ]                                

   [   
     

          ]           
                     

   [   
     

          ]           
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  [    
    

       
    

                    ]  

         
                    

            
             

   
[    

    
       

    
                    ]

[        
                    

           ]
           

     [              ]    [              ]               

    
 

     
                                                   

Коэффициенты    и    находятся по формулам (49) и (53). 

Пусть граничные условия заданы в напряжениях: 

                                                              

Имеем выражения для напряжений: 

   
  

                                                     

    
  

                                                    

Подсчитаем величину    по формуле (51): 

   
      

     
   

    

      
 

 

 

    

     
 

   

      
                  

   
      

     
   

 

     
(
   

 
 

 

 
    

  

     
)                  

Подставим в формулу (82) соотношение (49): 

   
      

     

               

            
 

      

     

   

           
 

 
 

     
[
   

 
 

 

 
    

  

     
]  

          

   
         

      
 

 

     
[
   

 
 

 

 
    

  

     
]  

   

      
  

 
         

      
 

  

      
(   

 

 
  )  

  

      
[         

 

 
  ]   
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Используем формулу (80): 

   
  

                                                       

  

  
                                                         

  

  
                                                        

  (
 

  
  

 

  
 )       

  
  

                                        

   
  
   

 [        
  
  
]

   
    

  
                                          

                  
  

  
                                    

    
 

 
        

  

 
 

  

   
                                    

    
     

  
                                                    

   
           

 
   

      

 
                               

   
         

       
 

  

           
                              

  

           
    

         

       
                              

                 
              

 
                      

Таким образом, все полученные выше формулы для напряжений, дефор-

маций и радиального перемещения содержат в явной форме теплофизические 

константы    и   . 

 

2 РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ В НАПРЯЖЕНИЯХ 

Рассмотрим алгоритм решения данной задачи в напряжениях. 
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Деформации имеют следующий вид: 

   
     

 
[           ]                                

   
     

 
[           ]                                 

Введем в рассмотрение потенциал напряжений [3, 5]: 

   
 

 
         

  

  
                                                     

Потенциал напряжений удовлетворяет уравнению равновесия (1). 

Деформации примут следующий вид: 

   
     

 
[     

 

 
  

  

  
]                                 

   
     

 
[     

  

  
  

 

 
]                               

Уравнение совместности деформаций: 

 
   
  

                                                          

Подставим деформации (99) и (100) в уравнение совместности деформа-

ций (104): 

     

 
 

 

  
[     

  

  
  

 

 
]  

     

 
[
  

  
 

 

 
]  

        

 
         

      
   

    
   

    
  

  
 

  

  
 

 

 
  

    

 
                      

     
   

    
     

 

  

  
 

     

   
  

    

                          

   

   
 

 

 

  

  
 

 

  
  

    

       
                                   

Решение уравнения (108) имеет вид: 
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Имеет следующие граничные условия: 

                                                             

   
  

  
  

    

       
                                            

   
  

  
  

    

       
                                              

  (
 

  
  

 

  
 )      

    

     
(
 

  
  

 

  
 )                            

     
    

  

  
   

      
    

     
(
 

  
  

 

  
 )                             

     
    

  

  
   

      
       

    
  

  
   

                                

   
[       

   
         

    
  ]

   
    

  
                                

      
    

       
 

  

  
                                          

Из формул (109), (112), (113), (120) и (121) следует, что напряжения    и 

   не зависят от физической константы   , что нежелательно. 

 

3 РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ В ПЕРЕМЕЩЕНИЯХ 

Обобщенный закон Гука при температурно-влажностном воздействии 

имеет следующий вид: 

   
     

 
[           ]                                  
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[           ]                                  

Сложим и вычтем соотношения (122) и (123): 

      
           

 
                                      

      
     

 
                                               

      
 

     
                                               

           

 
                                             

      
        

           
 

             

           
 

          

           
           

Сложим теперь соотношения (126) и (128): 

    
 

     
        

        

           
 

 
             

           
 

          

           
 

                      

    
 

     
[      

       

      
]  
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[             ]  
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[           ]  

 
             

           
 

          

           
 

                          

   
 

           
[           ]  

 
            

           
 

         

           
 

                           

Вычтем из соотношения (128) соотношение (126): 

    
        

           
 

             

           
 

 
          

           
 

 

     
        

                     

    
 

     
[
       

      
      ]  

 
             

           
 

          

           
 

                           

    
 

           
[                       ]  

 
             

           
 

          

           
 

           

    
 

           
[             ]  

 
             

           
 

          

           
 

                      

   
 

           
[           ]  

 
            

           
 

        

           
 

                         

Таким образом, закон Гука принимает следующий вид: 

   
 

           
[           ]  
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[           ]  

 
         

           
    

         

           
 

                         

Подставим напряжения    и    в уравнение равновесия (1): 

  

           

 

  
{           }  

 
 

           
                

                           

      
   
  

   
   
  

                                       

Используем соотношения Коши: 

   
  

  
         

 

 
                                                 

      
   

   
   ( 

 

  
 

 

 

  

  
)        

  

  
 

        

 
           

      
   

         
  

  
      

 

 
 

        

 
               

     
   

   
 

     

 

  

  
      

 

  
 

        

  
                

   

    
 

 

  

  
 

 

   
        

                                      

Решение уравнения (148) имеет вид: 

         
  

 
                                               

                                                            

                                                            

         
  

 
                                               

Будем в качестве примера задачи в перемещениях рассматривать задачу 

выгорания упругого цилиндра, заключенного в жесткую обойму [3, 15-20]: 
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]  
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    [                       ]

[       
    

 ]
                       

   
     

  
 

        

  
 

  

  
                                  

Таким образом, в соответствии с формулами (152), (164) и (165) мы мо-

жем сделать вывод о том, что при решении данной задачи в перемещениях, ра-

диальное перемещение      и деформации    и    не зависят от теплофизиче-

ской константы   , что нежелательно. 
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